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INTRODUCTION 
On dit qu’un anneau unitaire A est un anneau de Baer, si l’annulateur a 
gauche (ou a droite-c’est equivalent) d’un sous-ensemble non vide de A est 
engendre par un idempotent. Comme exemples de tels anneaux, citons les 
anneaux reguliers au sens de Van Neumann auto-injectifs a gauche (ou a 
droite). Dans [6] Kaplansky a montre que tout anneau de Baer admet une 
decomposition unique en produit d’anneaux de Baer de types IIin , IX , IIrin , 
II,z ) III. 
Un probleme interessant consiste en la determination des anneaux A dont 
l’enveloppe injective a est un anneau regulier auto-injectif a gauche de l’un 
des types cites ci-dessus. Ce probleme a et& aborde par Renault [S] dans un 
cas tres particulier; les principaux resultats ont Cte obtenus par Roos [lo]. 
Dans ce travail, nous nous proposons notamment de caracteriser les 
anneaux semi-premiers dont l’enveloppe injective est de type I et de demontrer 
que I’enveloppe injective d’un anneau reduit (i.e. sans elements nilpotents 
non nuls) est Ie produit d’un anneau fortement regulier et d’un anneau 
regulier de type III. Les principaux resultats de cet article ont CtC annonces 
dans [2]. 
Un anneau unitaire A est dit ri id&al singulier ci gauche nul, si aucun 
Clement de A different de zero, n’est annul& par un ideal a gauche essentiel de 
A. Dans ce qui suit, a designera l’enveloppe injective du A-module a gauche 
A; on sait ([3], p. 498) que 2 est un anneau regulier auto-injectif Q gauche. 
Un ideal a gauche J de A sera dit complement relatif d’un ideal a gauche I, si 
J est un Clement maximal de l’ensemble des ideaux a gauche X de A tels que 
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s n I 0. On appellera id&al compliment, tout ideal j gauche -1 qui est 
complkment relatif d’un id&al 2 gauche. j cst un id&al compkmcnt, s’il 
n’admet pas d’extension essentielle propre dans A-1, ce qui cst kquivalcnt 
([7], p. 9) j l’existence d’un idempotent e de A^ tel que / := a~ n .-I. 
1111 idempotent e d’un anneau .-1 cst dit abklien, si les idcmpotents de 
I’anneau e.4e commutent, $&/e si la relation he P, O~I /T cst un idempotent 
central de A, implique I/ I e rst ditjirri, si dans l’anneau e.-lc, la relation 
.YV , c implique ?/x m: e. LJn anneau dc User est de tvpe I, s’il csistc un 
idempotcnt abClien et fid&le, de type III s’il nc contient pas d’idempotcnts 
finis non nuls [h]. 
On appelle anneau fortement rbgulier [I I], tout an~xau .1 r&gulier et rtduit; 
les idempotents de .-l sont alors ccntraua et tous les idkaux sont bilatkres. 
Sous allons donner diverses carackisations des anncaux fortemcnt rkguliers. 
I’R~P~SITION 0. I Pour 2112 armecu rc;gulier A, les conditions suivarrtrs sorlf 
Pquivalen fes. 
(i) z-I est fortewzent vlgulier. 
(ii) CJuels que soient s et y APmentr de A, la relatio7r rlx 17 Ay 
.I?/ 0. 
(iii) Quels que soierlt e et f idempotents de A, In relation .de n =I.f ~~ 0
entraz^nc ef = 0. 
(iv) I‘es idempofents de ,-I commutent. 
(i) -: (ii) 1~s idkaux de A ktant bilat~res, ,vy appartient G l’intcrsection 
<-1.~ n Ay, et par suite .YF m-m 0.
(ii) (iii) Evident. 
(iii) (iv) On vkrifie sans peine que si deux idempotents de ,I engendrent 
le m?mc id&al ?I gauche, ils sont Cgaux. Gent e etf deux idcmpotents de A; 
(iI1 pose 
*-1e n .Af z’lg 
4e .;lg c; A 
cji~ g, II ct k sont des idempotents de L4. La remal-quc ci-dessus montre que 
e ~~ p 2 II, f = g -1 k, ce qui entraine ef = fe = g. 
(iv) m:- (i) 1,~ treillis des idkaux g gauche principaux de A est distributif et 
l’assertion rksulte du thCor&me I. I de [ 1 I]. 
Un anneau A est dit semi-premier s’il nc conticnt pas d’idkaux A gauche 
nilpotents, non nuls. On rappelle la propriCt6 suivante: 
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PROPOSITION 0.2. Soit A un a nneau semi-premier k idbal singulier h gauche 
nul; si e est un idempotent de L4, eA-e est l’enveloppe injective du eL3e-module ci 
gauche eAe. 
eA^e st un anncau auto-injectif a gauche [5], il suffit done de demontrer clue 
eile est essentiel dans eae. Soit exe un Clement non nul de eAe, il existe un 
ideal B gauche / essentiel dans A tel que Jese soit un ideal non nul de A. ,-I 
etant semi-premier (Jew)* n’est pas nul et par suite eJe.ve cst un ideal non nul 
de e.-Ie IT ede.w. 
I. ENVELOPPES I?;JECTIVES DE TYPE I 
Dans ce paragraphe, A designera un anneau unitaire h ideal singulitr ?I 
gauche nul, dont l’enveloppe injective sera not& a. 
On dira qu’un ideal a gauche S de ,4 verifie la condition (C) si: 
(C) Pour tout couple (,Y, y) d’elements de A la relation AX n Ay = 0 entraine 
.yx’ == 0 < 
PKOP~SITI~N 1.1. Soit A un anneau 2 id&al singuliey 2 gauche nul; pour tout 
idempotent e de A-, considbvons les pyopric?t% suivantes: 
(i) P est un idempotent a&lien de a 
(ii) Si S et I7 sont deux idiaux &gauche de -3 in&s dam A^e f~ A et vPvijiant 
s n 1. 0, on a Hom(X, 1’) =~ 0. 
(iii) ,qe n A vbri$e la condition (C) 
(iv) ;a^e n =1 est extension essentiellc d’un id&al k gauche I de A ve’ri’arrt la 
condition (C). 
r-1 Ions on a les implications : 
(i) e (ii) -- (iii) 5 (iv); 
et si de plus -4 est semi-premier, les quatre p~opriPtPs sont t!quiz~alentes. 
(i) e/ (ii) Si X et I7 sont deux ideaux a gauche de z-l inclus dans A^e (3 A 
leurs enveloppes injectives 1q et P peuvent se mettre sous la forme J? & 
I^ == AZ, 06 f et s sont deux idempotents de ae. De I’hvpothese X n 1' = 0 
on deduit /f'n /& == 0. 11 en resulte que, si a est un element de a on a, en 
posant B : eae, Baf CT Bg :- 0; ceci entraine, compte tenu du fait que 
l’anneau B est fortement regulier, egaf = 0 (Proposition 0.1, (ii)), et a 
fortiori g(egaf) = guf = 0. Le A- module IHom(Af, &) egal a gAf est done 
nul, et par suite Hom(X, I) sous-ensemble de Hom(g, P) est nul. 
(ii) A- (i) Soient f et f deux idempotents de l’anneau B = eae tels que 
I3f n Bg ~~ 0; nous allons montrer que<Tf = 0, cc qui permettra de conclure 
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en vertu de la proposition 0.1 (propriete (iii)). L’hypothhe Bfn Bg -.~ 0 
entraine Af n Ag = 0; s’il existait un homomorphisme non nul e, de f@ dans 
Ag, on pourrait trouver deux ideaux X et Y de A, inclus dans & et Ag rcspec- 
tivement et tels que p induise un homomorphisme non nul de S dans Y. 
A7 et Y verifieraient les hypotheses du (ii) et Hom(X, I’) f 0. Ceci etant 
impossible on a g& Hom(j’, 41~) 0 d’oil ,:rf =- 0. 
(ii) Z, (iii) Si x ety sont deux elements de je n .4 tels que Ax n &4y 0 
on a Hom(.4.r, Ay) = 0, cc qui impliquc sy 0. 
(iii) :- (iv) Evident. 
Supposons maintenant l’anneau A semi-premier et montrons l’implication: 
(iv) :-- (ii). Soient A’ et Yd eux ideaus a gauche de ,4 inclus dans Ae n -4 et 
tels que X r\ Y ~:= 0. Considerons un homomorphisme v de X dans E’, soit x 
un element de A7 n I dont l’image y = cp(.z) soit dans Y r\ 1. Pour tout 
Clement a de A on a -4y n Aax = 0 soit, en vertu de (C), yax = 0; d’autre 
part l’annulateur de x &ant inclus dans l’annulateur de y on a, d’apres ce qui 
precede, yAy :~ 0, soit (A4y)a 7 0, et comme A est semi-premier y = 0. On 
a done montre que F(S n 1) n I -- 0, d’ou y(X n I) -= 0, soit enfin p(X) == 0 
puisque -4 est B ideal singulier a gauche nul. 
THBOR~ME 1.2. Soit -1 un annenu ri id&l singulier 2 gauche nul; consid&ons 
les deus prop&k suivnntes: 
(i) A4 est de type I. 
(ii) Tout id&al k gauche non nul S de A, contient un id&al &gauche non nul I’ 
vhifiant la condition (C). 
Alors on a l’implication 
(i) :’ (ii), 
et si de plus A est semi-premier les deux propvi&& sont bquivalentes. 
(i) -A (ii) 11 suffit de demontrer l’asscrtion dans le cas ou A’ est un ideal a 
gauche complement dans A. X se met alors sous la forme Af n A otif est LIII 
idempotent de A. A &ant de type I, l’ideal &conticnt un idempotent abklien 
non nul e (theoreme 1 de [9]) et d’ p a rts la proposition 1.1, y 7 Ae n A 
verifie la condition (C). 
(ii) * (i) Pour demontrer que a est de type I, il suffit de verifier que pour 
tout idempotentfde A^, il existe un idempotent abelien non nul e contenu dans 
& [6]. X == &n A est un ideal a gauche complement dans 4 qui par 
hypothese contient un ideal a gauche Y7 non nul verifiant (C). Si ae est 
I’enveloppe injective de Y, ae n A est extension essentielle de l’ideal a gauche 
2’ de L4 verifiant (C) et, d’apres la proposition 1.1, e est un idempotent abclien 
de A. 
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PROPOSITION 1.3. Soit A un a nneau semi-premier ci id&al singulier 2 gauche 
nul tel que A- soit de type I; alors A ne contient pas de nilid~al non nul. 
Supposons en effet que X soit un nilideal non nul de A, l’enveloppe 
injective de X contient un idempotent abelien non nul e. Y = ae n X est un 
nilideal non nul; les elements de eke sont des elements nilpotents de l’anneau 
reduit eae (proposition 0.1); on a done eI’e -~:= 0, soit ( Ye)2 ~= Y2 = 0, et par 
consequent I’ :my 0 ce qui est impossible. 
Nous dirons qu’un anneau A verifie la propvikte’ P si tout ideal a gauche 
complement non nul contient un idempotent different de zero. 
On rappelle qu’un anneau de Zoom -4 [4] est un anneau tel que tout ideal a 
gauche (ou 5. droite, c’est equivalent), qui n’est pas un nilideal contient 
un idempotent non nul. Le radical de Jacobson R de A est le plus grand 
nilideal de A, et dire que R est nul equivaut a dire que tout ideal a gauche non 
nul contient un idempotent diffcrent de zero et dans cc cas A est un anneau 
a ideal singulier B gauche (resp. a droite) nul. 
LEMME 1.4. Soit A un anneau semi-premier ri id&al singulier 2 gauche ~1, 
zGri$ant la prop&r P; alors 
(i) Si e est un idempotent de A, eAe est un anneau semi-premier & i&al 
singulier ci gauche nul, &ifiant la prop&k P. 
(ii) Si e est un idempotent abPlien de A, e est un idempotent abelien de A-. 
(i) On montre facilement que si I et J sont deux ideaux a gauche de A, I 
essentiel dans J, alors e Je est extension essentielle de eIe et les ideaux 
complements dans ez-le sont de la forme eKe, oh K est un ideal complement a 
gauche dans .-I. 
(ii) C’ompte-tenu de la proposition 1 .I, il suffit de demontrer que si A est 
un anneau semi-premier, a ideal singulier Q gauche nul, verifiant la prop&C 
P, et dont lcs idempotents sont centraux, alors il verifie la condition (C). 
Soient ,y un ideal a gauche de d et K un ideal a gauche complement relatif 
dc S dans a3. La propriett: P cntraine que K est extension essentielle d’une 
somme directe S = ejGIAei ou les e, sont des idempotents de A. Les 
idempotcnts pi i-tant centraux, on a pour tout i ~1, e,S = 0, et par suite 
(~<kIEIAe,) A’ = 0; on en deduit SX m= 0 puisquc A est a ideal singulitr a 
gauche nul. Pour conclure, if suffit de remarquer que si x et y satisfont a 
Ax n Z-r?* = 0, tout complement K relatif de Ay contenant s, verifie Ky -:=- 0. 
TH~~ORBME 1.5. Pour un anneau semi-premier ci idial singulier h gauche nul 
et satisfaisalzt 2 la proprie’te’ P les conditions suizantes sont t!quizalentes: 
(i) Tout id&al compliment ri gauche non nul contient un idempotent abe’lien 
d#&en t de z&o 
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(ii) 12^ est de type I. 
(i) (ii) Soit f un idempotent non nul de A. Af f7 L-1 est un id&al 9 
gauche complkment dans A qui contient un idcmpotent abblien e non nul. 1,e 
lcmme 1.4 montre que e est un idempotcnt abklien de Ld et tout idCal g gauche 
non nul de A contient un idempotent abklien diffkrcnt de z&o, A cst done de 
type I [6]. 
(ii) (i) Soit AY un id&al complCment B gauche dans -.I, avec ,V non nul. 
11 esiste un idempotent .f de A tel que S ‘lf n ,3; soit E un idcrnpotent 
abSen dc A contcnu dans A- et non nul. ‘de n .1 est un idkal h gauche 
compldment contenant un idempotent non nul g ct g cst un idcmpotent 
ah&lien de d contenu dans AY. 
En particulier, cc thkor&me caractdrise les anneauv de Zorn saris nilidkal 
non nul, dans l’cnveloppe injective est de type I. 
~OROLLAIRE 1.6. [Roos, IO] Soit :I WI anmm~ de Zorn dont le radical de 
Jucohso~r est ml; alors si .-l est WI unnrm de Baev, dive que A est de type I dquiraut 
ri dire que A^ rst de type I. 
1lx~~w1.1~. Soit A un anneau dont lc radical de Jacobson est nul; si le 
sock gauche de A est csscntiel dans .I alors ,-1 cst un anneau dc Zorn dont 
l’enveloppe injecti\-c est de type I. 
Remarque. 11 csiste des anneaux Jc Uacr =1 de type I, dont l’c~ndoppe 
injcctiw L,ii est de type I, bien que .g ne wit pas semi-premier: 
Soit .-I I’anncau des matrices ;lP triangulaires avec 
M = 
a b 
( 1 0 c 
a, b, c ClCment d’un corps K. 
A est de type 1, ~1 cst semi-simple et I’idCal bilatkc ensemble des dlkments 
de la formc 
0 h 
( 1 0 0 
cst nilpotent. 
On a de fayon plus gL&rale le rkxltat suivant: 
~ROPOSITIOiY i .7.. Soit A un anneau de Baer extension essentielle d’uvre 
somme directe d’id&aus 2 gauche co-irrkductihles, ulors .4 and A^ sont de type I. 
Rappelons qu’un module est dit co-ivriductible si on enwloppe injective est 
^ indkcomposable. On sait [I] q ue A est produit d’amieaus d’endomorphismcs 
d’espaces vectoricls, done est de tylx 1. 
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Montrons maintenant que A est de type I. Soit h un idempotent central de 
A tel quc B ~ Alz ne contienne aucun idempotent abklien; I’anneau B vkrifie 
les mcmes conditions que zq, il s&it done pour dkmontrer la propriM de 
prouver qu’un anneau de Baer non nul B, extension essentielle d’une somme 
directe d’id6au.u h gauche co-irrkductibles, contient un idempotent abklien 
diErent dc z&-o. 
Soit Bs, .1; Y: 0, un idCal h gauche co-irrkductible de B, et soit Be I’annula- 
teur it gauche de s, oti e est un idempotent de B. B(l - e) est un id&al a 
gauche co-irrkductible de B, dont l’enveloppe injective 8( I ~~- E) est un i&al 
simple de 8. (1 --- e) B(l ~- e), sous-anneau du corps (1 ~ e) &l ~ e), cst 
intkgre, et (I - P) est done ah&n. 
II. ENVELOPPES ISJECTIVES DES ANNEAUS R~DUITS 
Dans les dkmonstrations, la propriktt: suivante sera frkquemmcnt utilistk 
Si .v est un 61Cment d’un anneau rkduit A, la relation ax = 0 entraine 
xu 0 et I’annulateur de s est un id&al bilatkre not& Ann (x); de plus la 
relation .-1.~ A Ann(s) == 0 montrc que il est un anneau ?I id&al singulier nul. 
'I'H~OR$ME 2. I. Pour un annefm i&kit -4, Ies condifions suizanfes sonf 
~quiurltwtes: 
(i) 2 esf de t-ype I. 
(ii) IA relation Ax r\ -4y = 0, aic .7 et y sent deus dhmts de -3, eiztruhe 
sy ~~~ 0. 
(iii) A rst forfenzent r&ulier. 
(i) *. (ii) Soicnt s et y deux PlCments non nuls de :1 satisfaisant ii 
Ar n -4~ == 0; pour tout 61Cment u de z~ on a: 
amu n ayux = 0, 
en effet la relation 
nyus ~~ b.vu.v, 
entraine la suite d’implications suivantes: 
(ay - 6x) ux 0 :> u.+/y - bx) = 0 2’ uruy -7 uxbs 
* way = 0 .-. uyus = 0. 
Par suite, si .~u.Y vCrifie la condition (C), on a 
(Jwx)(xu.~) = 0 1-> y(u.?)” = 0 -’ (ZLx2) y(ux”) = 0, 
d’ ohyld ~~ 0, on en dCduit UX~UX := 0, soit finalement U.Y~ : 1 0. 
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Le theoreme 1.2 montre que Ax est extension essentielle d’une somme 
directe 
d’ideaux AZQX verifiant la condition (C). 
Ce qui precede entraine: 
u,xy -m 0, quel que soit i E I, d’ou Sy = 0 
A &ant un anneau h ideal singulier a gauche nul, y qui annule S, annule mute 
extension essentielle de S, dvnc AX. D’oh finalement my y-7 0, ce qui acheve 
la demonstration. 
(ii) 2, (iii) C’est une consequence facile des propositions 1.1 et 0.1. 
L’equivalence des assertions (ii) et (iii) a ete demontree dans [8]. 
(iii) - (i) Evident. 
On rappelle qu’un anneau de Raer est de type III, s’il ne contient pas 
d’idempotents finis non nuls. 
THBOR~IE 2.2. Soit A un a nneau riduit ; l’enzeloppe injectine A- de A se 
dkompose de faGon unique en pvoduit de dew anneaux A-, et A-, oi A-, (resp. A-J 
est un anneau fortement rgulier injectif (resp. un anneau Ggulier auto-injectif 2 
guuche de t?lpe III). 
D’apres Kaplansky [6], il existe un idempotent central h de J$ oi! Alz est 
de type 1 et oil A(1 ~~ h) ne contient pas d’idempotents abeliens non nuls. 
Pour demontrei- lc theoreme il suffit de prouver qu’il n’existe pas 
d’idempotents finis non nuls dans A( I ~~ h). 
Supposons que f soit un idempotent fini non nul de A^(1 -- h); Af ne 
contient pas d’idempotents abeliens nun nuls, et ii existe done, d’apres la 
proposition I. 1, dcux elements x et y de aY :-. Af f~ A satisfaisant a 
AX n Ay = 0, yx + 0. 
La demonstration de l’implicativn (i) L‘- (ii) du theoreme 2.1 montre que 
quc 1’011 a ilx2 n ~ly.~ :=~ 0 et A.$ n’est pas un sous-module essentiel de Ax. 
Or, -4 Ctant un anneau reduit Ann(x) Ann(?) et les modules .-3x et A.9 
sont isomorphcs. On en deduit que l’enveloppe injective de Ax est isomorphe 
a l’un de ses facteurs directs propres, ce qui contredit le fait que ,f soit un 
idempotent fini. 
Pour termincr la demonstration, 3 faut prouver que l’anneau AIZ est rttduit. 
La demonstration de I’assertion (i) -:. (ii) du theoreme 2.1 se transporte sans 
aucun changement et elle montre que dans I’ideal ah n il de A la relation 
L'ENVELOPPE INJECTIVE 141 
=I.v n Ay = 0 entraine xy -= 0, les propositions I .1 ct 0.1 montrent quc: h 
est un idempotent abklien, et que Ah est rkduit. 
COROLLAIRE 2.3. [IO] Soit A un anneau int&.re, si .3 admet un corps des 
fractions 6 Rauche K, alors A^ = K, sinon A^ est de type III. 
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